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摘要 研究了三角范畴的 recollement 与 Abel 范畴的 recollement 的关系. 证明了：若三
角范畴 D 允许关于三角范畴 D′ 和 D′′ 的 recollement, 则 Abel 范畴 D/T 允许关于 Abel
范畴 D′/i∗(T ) 和 D′′/j∗(T ) 的 recollement, 其中 T 为 D 的 cluster-倾斜子范畴, 且满足
i∗i∗(T ) ⊂ T , j∗j∗(T ) ⊂ T .
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1 引言
Abel 范畴和三角范畴是两个基本的代数结构. 三角范畴的 recollement 和 Abel 范畴
的 recollement 在奇异空间几何研究中起着重要的作用. 三角范畴的 recollement 由 Beilison
等 [1] 在研究几何问题时首先引入, 而 Cline 等 [2, 3] 将 recollement 的概念用于代数的研究.
MacPherson 和 Vilonen[4] 给出了 Abel 范畴的 recollement 的基本构造, 这种构造法用于递
推的构造 perverse 层. 从 Abel 范畴可以构造三角范畴 [5]. 例如, 自入射代数 A 的有限生成
模范畴 modA 的稳定范畴 modA 是一个三角范畴, 有限维代数的导出范畴也是一个三角范
畴. 另一方面, Koenig 和朱彬 [6] 证明了由一个三角范畴模去其 cluster-倾斜子范畴得到的商
范畴是一个 Abel 范畴, 从而得到了由一个三角范畴构造 Abel 范畴的一般方法. 从一个已知
的 recollement 构造一个新的 recollement 是一个有趣的问题 [7−9]. 本文的主要结论是:
定理 1.1 设 D,D′,D′′ 为三角范畴. D 允许关于 D′ 和 D′′ 的 recollement, 即






若 T 是 D 的 cluster-倾斜子范畴, 且满足 i∗i∗(T ) ⊂ T , j∗j∗(T ) ⊂ T . 则 Abel 范畴 D/T 允
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许关于 Abel 范畴 D′/i∗(T ) 和 D′′/j∗(T ) 的 recollement, 即
D′/i∗(T ) ĩ∗ // D/T
ĩ!oo
ĩ∗oo





本文总约定范畴 H 的子范畴 T 为同构闭的满子范畴.
定义 2.1[10] 设 A,A′,A′′ 为 Abel 范畴. 则 A 关于 A′ 和 A′′ 的一个 recollement, 记作







i∗ = i! : A′ → A; j∗ = j! : A → A′′; i∗, i! : A → A′; j∗, j! : A′′ → A,
满足如下三个条件:
(1) (i∗, i∗), (i!, i!), (j!, j!) 和 (j∗, j∗) 是伴随对;
(2) i∗, j! 和 j∗ 是满嵌入函子;
(3) j∗i∗ = 0.
定义 2.2[1] 设 D,D′,D′′ 为三角范畴. 则 D 关于 D′ 和 D′′ 的一个 recollement, 记作







i∗ = i! : D′ → D; j∗ = j! : D → D′′; i∗, i! : D → D′; j∗, j! : D′′ → D,
满足如下四个条件:
(1) (i∗, i∗), (i!, i!), (j!, j!) 和 (j∗, j∗) 是伴随对;
(2) i∗, j! 和 j∗ 是满嵌入函子;
(3) j∗i∗ = 0;
(4) 对 D 中任一对象 X, 可以确定 D 中两个三角
i∗i!X → X → j∗j!X → T (i∗i!X) 和 j!j∗X → X → i!i∗X → T (j!j∗X).
下面的定义由 Iyama[11] 给出.
定义 2.3 设 D 为一个三角范畴, T 为 D 的一个满子范畴. 如果 T 满足下列条件:
(1) T 为 D 的反变有限和共变有限的子范畴;
(2) X ∈ T 当且仅当 Ext1(X, T ) = 0;
(3) X ∈ T 当且仅当 Ext1(T , X) = 0,
则称 T 为 D 的一个 cluster-倾斜子范畴.
定义 2.3 是自对偶的, 事实上有如下引理:
引理 2.4[6] 设 D 为三角范畴, T 为 D 的满子范畴. 若 T 在 D 中反变有限且满足定
义 2.3 中的条件 (3), 则 T 为 D 的一个 cluster-倾斜子范畴, 即 T 满足定义 2.3 中所有条件.
设 H 为一个加法范畴, T 为 H 的满子范畴, 且对于直和封闭, 直和项封闭, 则商范畴
A := H/T 与 H 有相同的对象, 且 HomA(X, Y ) = HomH(X, Y )/T (X, Y ), 其中 T (X, Y ) 表
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示 H 中所有可经过 T 中对象分解的 X 到 Y 的态射所构成的子群. 商范畴 A 为加法范畴.
设 f 为 H 中态射, 其在商范畴 A 中所对应的剩余类记为 f .
显然我们有如下定理.
定理 2.5 设 H 为一个加法范畴和 T 为满子范畴. 则存在一个加法范畴 H/T 和一个
加法函子 QH : H → H/T 使得
(1) 对 T 中任意对象 T , QH(T ) = O;
(2) 对任意加法范畴 B 和加法函子 F : H → B, 如果 F 满足对 T 中任意对象 T , 有









下面的定理由 Koenig 和朱彬 [6] 给出.
定理 2.6 设 H 为一个三角范畴, T 为 H 的一个 cluster-倾斜子范畴.则 A := H/T 为
一个 Abel 范畴.
下面回顾关于伴随对的一些性质, 这些性质可以参见文献 [12, 13].
引理 2.7 设 (F, G) : A → B 是伴随对, ηA,B : HomB(F (A), B) → HomA(A,G(B))是自
然等价, 则有
(1) 自然变换 ε : idA ⇒ GF (称作 (F, G) 的单位), 使得对任意 f ∈ HomB(F (A), B),
ηA,B(f) = G(f) · εA;
(2) 自然变换 δ : FG ⇒ idB (称作 (F, G) 的余单位), 使得对任意 g ∈ HomA(A,G(B)),
η−1A,B(g) = δB · F (g).
进一步有下面的两个合成是恒等态射:
F (A)
F (ε)−−−→ FGF (A) δF−−→ F (A) 和 G(B) εG−−→ GFG(B) G(δ)−−−→ G(B).
引理 2.8 若 F : A → B 为 G 的左 (或右) 伴随, 则 F 是满嵌入当且仅当 GF ∼= idA.
3 主要结论的证明
引理 3.1 设 D,D′′ 为三角范畴, j∗ : D → D′′, j∗ : D′′ → D 为正合函子, 且 (j∗, j∗) 为
伴随对. 若 T 在 D 中反变有限, 则 j∗(T ) 在 D′′ 中反变有限.
证明 设 Y ∈ D′′, 则 j∗(Y ) ∈ D. 由 T 在 D 中反变有限可知存在 T ∈ T , 使得
T
f−−→ j∗(Y )为右 T 近似. 下证 j∗(T ) j
∗(f)−−−−→ j∗j∗(Y ) δY−−→ Y 为右 j∗(T )近似,其中 δY 为连
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事实上,由 T
f−−→ j∗(Y )为右 T 近似可知,存在 T ′ t−→ T 使下图可交换,即 ft = j∗(g)εT ′ ,








f // j∗(Y )










又 (j∗, j∗) 为伴随对, 合成 j∗(T ′)
j∗(εT ′ ) // j∗j∗j∗(T ′)
δj∗(T ′) // j∗(T ′) 为恒等态射. 所以 g =
δY · j∗j∗(g) · j∗(εT ′). 即有 δY · j∗(f) · j∗(t) = δY · j∗j∗(g) · j∗(εT ′) = g. 因此 δY · j∗(f) 为右
j∗(T ) 近似. 即 j∗(T ) 在 D′′ 中反变有限.
对偶地, 我们有如下引理:
引理 3.2 设 D,D′′ 为三角范畴, j! : D → D′′, j! : D′′ → D 为正合函子, 且 (j!, j!) 为伴
随对. 若 T 在 D 中共变有限, 则 j!(T ) 在 D′′ 共变有限.
引理 3.3 设 D,D′′ 为三角范畴, j∗ : D → D′′, j∗ : D′′ → D 为正合函子, 满足 (j∗, j∗)
为伴随对, j∗ 为满嵌入. 若 T 为 D 的 cluster-倾斜子范畴且 j∗j∗(T ) ⊂ T ,则 j∗(T )为 D′′ 的
cluster-倾斜子范畴.
证明 由引理 3.1 可知, j∗(T ) 在 D′′ 中反变有限. 设 X 为 D 中对象, 下证 X ∈ j∗(T )
当且仅当 Ext1(j∗(T ), X) = 0.
首先, 设 X = j∗(T ′) ∈ j∗(T ). 任取 j∗(T ) ∈ j∗(T ), 则有
Ext1(j∗(T ), X)=Ext1(j∗(T ), j∗(T ′)) ∼= Hom(j∗(T ), j∗(T ′)[1])
∼=Hom(j∗(T ), j∗(T ′[1])) ∼= Hom(T, j∗j∗(T ′[1]))
∼=Ext1(T, j∗j∗(T ′)).
又 j∗j∗(T ) ⊂ T , 所以 Ext1(T, j∗j∗(T ′)) = 0. 因此, Ext1(j∗(T ), X) = 0.
反之, 由于
Ext1(j∗(T ), X)∼=Hom(j∗(T ), X[1]) ∼= Hom(T, j∗(X)[1]) ∼= Ext1(T, j∗(X)).
所以对任意 T ∈ T , 若 Ext1(j∗(T ), X) = 0, 则 Ext1(T, j∗(X)) = 0. 由 T 是 cluster-倾斜子范
畴, 可知 j∗(X) ∈ T . 因此, X ∼= j∗j∗(X) ∈ j∗(T ).
从而由引理 2.4 可得 j∗(T ) 为 D′′ 的 cluster-倾斜子范畴.
引理 3.4 设 D,D′′ 为三角范畴, j∗ : D → D′′, j∗ : D′′ → D 为正合函子满足 (j∗, j∗)为
伴随对, j∗ 为满嵌入. 若 T 为 D 的 cluster-倾斜子范畴且 j∗j∗(T ) ⊂ T , 则
(1) j∗ : D → D′′ 诱导 Abel 范畴间的加法函子 j̃∗ : D/T → D′′/j∗(T );
(2) j∗ : D′′ → D 诱导 Abel 范畴间的加法函子 j̃∗ : D′′/j∗(T ) → D/T ;
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(3) (j̃∗, j̃∗) 为伴随对.
证明 (1) 由引理 3.3 可知, j∗(T ) 为 D′′ 的 cluster-倾斜子范畴. 由定理 2.6 可知,
D/T ,D′′/j∗(T ) 为 Abel 范畴. 又对任意 T ∈ T , 有 QD′′j∗(T ) = O, 由定理 2.5 知, 存在










(2) 由 j∗j∗(T ) ⊂ T 知, 对任意 T ∈ T , QDj∗(j∗(T )) = O. 由定理 2.5, 存在唯一的加法







D′′/j∗(T ) j̃∗ // D/T
(3) 由 (j∗, j∗) 为伴随对, 则对任意 A ∈ D, A′ ∈ D′′, 存在两个自然同构:
ηA,A′ : HomD′′(j∗(A), A′) → HomD(A, j∗(A′)),
τA,A′ : HomD(A, j∗(A′)) → HomD′′(j∗(A), A′).
下证 ηA,A′ 可诱导自然同构
η̃A,A′ : HomD′′/j∗(T )(j̃∗(A), A′) → HomD/T (A, j̃∗(A′)).
首先, 定义映射 η̃A,A′ : HomD′′/j∗(T )(j̃∗(A), A′) → HomD/T (A, j̃∗(A′)). 对任意 f ∈
HomD′′/j∗(T )(j̃∗(A), A′), 定义 η̃A,A′(f̄) := ηA,A′(f). 为证明定义的合理性, 只须证明 ηA,A′(f)














其中 T ∈ T .
从而 ηA,A′(f1)− ηA,A′(f2) = ηA,A′(f1− f2) = j∗(f1− f2)εA = j∗(ts)εA = j∗(t)j∗(s)εA, 因
此有如下交换图:
A










又因为 j∗j∗(T ) ⊂ T , 所以我们有 j∗j∗(T ) ∈ T , 即 ηA,A′(f1) = ηA,A′(f2). 因此, η̃A,A′
为 HomD′′/j∗(T )(j̃∗(A), A′) 到 HomD/T (A, j̃∗(A′)) 的态射. 同样地, 可以定义从 HomD/T
(A, j̃∗(A′)) 到 HomD′′/j∗(T )(j̃∗(A), A′) 的映射 τ̃A,A′ : HomD/T (A, j̃∗(A′)) → HomD′′/j∗(T )
1184
中国科学 A 辑: 数学 第 39 卷 第 10 期
(j̃∗(A), A′). 对任意 g ∈ HomD/T (A, j̃∗(A′)), 定义 τ̃A,A′(g) := τA,A′(g). 由于 ητ = idD, τη =
idD′′ , 从而 η̃τ̃ = idD/T , τ̃ η̃ = idD′′/j∗(T ). 因此 η̃A,A′ 为双射.








η̃B,A′ // HomD/T (B, j̃∗(A′))
事实上, 任意 f ∈ HomD′′(j∗(A), A′), 由 η 为自然变换, 可得 η(f) · h = η(f · j∗h). 因此, 对任
意 f̄ ∈ HomD′′/j∗(T )(j̃∗(A), A′),
η̃(f̄) · h̄ = η(f) · h = η(f) · h = η(f · j∗(h)) = η̃(f · j∗(h)) = η̃(f̄ · j∗(h)) = η̃(f̄ · j̃∗(h)),
即 η̃ · (j̃∗h̄)∗ = h̄∗ · η̃. 从而 η̃ 在第 1 变元是自然的.
类似地可证明 η̃ 在第 2 变元也是自然的.
所以 η̃ 为自然变换, 从而 (j̃∗, j̃∗) 为伴随对.
定理 1.1 的证明 由引理 3.3 知, i∗(T ) 和 j∗(T ) 分别为 D′ 和 D′′ 的 cluster-倾斜子范
畴. 由定理 2.6 可得, D′/i∗(T ),D/T 和 D′′/j∗(T ) 为 Abel 范畴. 再由引理 3.4, i∗, i∗, j∗, j∗ 可
分别诱导 Abel 范畴的加法函子 ĩ∗, ĩ∗, j̃∗, j̃∗, 且 (ĩ∗, ĩ∗), (j̃∗, j̃∗) 为伴随对.
下证 i!, j! 分别诱导加法函子 ĩ!, j̃!. 设 T ∈ T . 则对任意 T ′ ∈ T , 由 i∗i∗(T ) ⊂ T 和 T 为
D 的 cluster-倾斜子范畴知,
Ext1(T ′, i∗i!(T )) ∼= Ext1(i∗(T ′), i!(T )) ∼= Ext1(i∗i∗(T ′), T ) = 0.
因此, i∗i!(T ) ∈ T . 从而 i!(T ) ∼= i∗i∗i!(T ) ∈ i∗(T ). 由定理 2.5, i! 可诱导加法函子 ĩ!. 设
T ∈ T . 则对任意 T ′ ∈ T ,
Ext1(j!j∗(T ), T ′) ∼= Hom(j!j∗(T ), T ′[1]) ∼= Hom(j∗(T ), j∗(T ′[1])) ∼= Ext1(j∗(T ), j∗(T ′)) = 0,
因此, j!j∗(T ) ∈ T . 即 j!j∗(T ) ⊂ T . 由定理 2.5, j! 诱导加法函子 j̃!. 类似引理 3.4(3) 的证明,
(ĩ∗, ĩ!), (j̃!, j̃∗) 为伴随对.
由 i∗ 为满嵌入, i!i∗ ∼= idD′ . 可知 ĩ!ĩ∗ ∼= idD′/i∗(T ). 从而 ĩ∗ 为满嵌入. 同样地, j̃!, j̃∗ 为满
嵌入.
又 j̃∗ĩ∗ = 0 显然成立.
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